
لگوریتم ا
تحلیل

محسن هوشمند
هدانشکده تکنولوژی اطلاعات و علم رایان

ه زنجاندانشگاه تحصیلات تکمیلی علوم پای
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سیر تحول-الگوریتم
اما وجود الگوریتم پیش از اطلاق نام الگوریتم

مثال؟

روش حل خوارزمی با ترجمه به لاتین و اروپا انتقال 

عددیمنجر به تلاش افرادی با حساب 

و نیز تمایل به ( ۱۶۱۴جان نپر، )« لگاریتم»در سده هفدهم، به تأثیر از واژه 
Algorithm به Algorism واژه ازصورت تغییر یونانی نمایی، 

اندک اندک به معنای هر گونه روش محاسباتی روشمند  ادامهدر 

پیشتر از ساخت هر رایانه ای ش، کمی ۱۲۲۲
 ابیج چارلز ب« ماشین تحلیلی»روی اجرا برای الگوریتم طراح نخستین لاولیس آدا
 برنامه نویس تاریخ نخستین
تحلیلی ماشین ساخته شدنعدم

 ماشیناو حاوی نخستین الگوریتم منتشر شده برای اجرا با یادداشت های
ول سنتی با جدا« چرتکه   اندازان»نو که از نوشتن اعداد بهره می برند و  « الگوری های  »به منازعة بین « روح حساب»

مسیحی۱۵۰۴، اثر گرگور رایش، Margarita Philosophicaبرگفته از مروارید فلسفه . شمارش شان می نگرد



سیر تحول-الگوریتم

شمسی ۱۳۱۰دهه 
 الگوریتمبنیادین در مفهوم انقلابی
الگوریتم قابل تعریف به عنوان ماشین تورینگ هر : ورینگت

آلونزو چرچ و استیون کلینهمزمان ، Kleeneتعریف های معادلی با جبر لامبدا و توابع بازگشتی  معرف
 بنیان نظری علم رایانش استو« تورینگ-تز چرچ»اساس سه تعریف این  .

تورینگ ماشین 
 انتزاعی اما دقیق از محاسبه مدلی بدل شدن به
مجموعه ای متناهی از دستورالعمل ها با رایانش مکانیکی قابل تصور هر شبیه سازیامکان

 شد که می توان آن را مطالعه، تحلیل، و حتی اثبات کرد« شی ای ریاضی»نبود؛ بلکه « روش»دیگر فقط الگوریتم.



سیر تحول-الگوریتم

شمسی ۱۳۱۰دهه 
 الگوریتمبنیادین در مفهوم انقلابی
الگوریتم قابل تعریف به عنوان ماشین تورینگ هر : ورینگت
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تورینگ ماشین 
 انتزاعی اما دقیق از محاسبه مدلی بدل شدن به
مجموعه ای متناهی از دستورالعمل ها با رایانش مکانیکی قابل تصور هر شبیه سازیامکان

 شد که می توان آن را مطالعه، تحلیل، و حتی اثبات کرد« شی ای ریاضی»نبود؛ بلکه « روش»دیگر فقط الگوریتم.



سیر تحول-الگوریتم

روش مخصوص حل دسته ای از مسائل : معنی لغوی آن

.  پرسشی که به دنبال پاسخی برای آن هستیم: «مسئله»
مرتب کردن افزایشی فهرستی از چند عدد
بررسی حضور عددی در فهرست داده شده

مسئله دارای متغیرهایی است که مقدار معینی نگرفته اند و معروف به پارامتر 
فهرست و طول آن: پارامترهای مرتب سازی
فهرست و طول آن و عدد منظور: پارامتر های جستجو

به دلیل داشتن پارامتر
هر مسئله دارای رده ای است که که هر یك با تخصیص مقداری به پارامتر تعیین می گردد ،  .
هر تخصیص خاص از مسئله : نمونه
ْپاسخ به پرسش مسئله در رابطه با آن نمونه : راه حل نمونه ای از یك مسئله



سیر تحول-الگوریتم

الکترونیکیرایانه های اختراع -۱۳۴۰تا ۱۳۲۰
 از روی کاغذ به درون ماشین ها انتقال الگوریتم ها
از الگوریتم های بنیادین طوفانی شدنپدیدار
۱۳۲۴ مرتب سازی ادغامی»الگوریتم مبدع فون نویمان جان  »
۱۳۲۶ حل مسائل بهینه سازی خطی برای « سیمپلکس»ارائه دهندة روش دانتزیگ جرج
۱۳۳۱ فشرده سازی داده ها برای « کدگذاری هافمن»الگوریتم هافمن مخترع دیوید
۱۳۳۵ یافتن کوتاه ترین مسیر در گراف دیکسترا معرف الگوریمت
۱۳۴۱ الگوریتم مرتب سازی سریع را معرفی کرد تونی هور معرف

هستة بسیاری از سیستم های نرم افزاری الگوریتم های این چنینی 

۱۳۵۰و ۱۳۴۰دهه های 
 ؟الگوریتم چقدر باید سریع باشد»اساسی پرسش»
نماد مفاهیمی مانند تعریفO- (کنوث)بزرگ
 زمانیزمان اجرا یا پیچیدگی مفهوم
 مسئلةP در برابرNP(لوین-کوک  )
 کارآمدیفقط از نظر ماهیت، بلکه از نظر مطالعه الگوریتم نه



سیر تحول-الگوریتم

۱۳۸۰تا ۱۳۵۰از 
پیچیدگی و اهمیت الگوریتم ها شافزای

۱۳۵۶ الگوریتم های رمزنگاری مانندRSA

 ارتباطات دیجیتال امنیت

۱۳۷۷ الگوریتم رتبه بندی با جستجو مانند گوگل موتورهایPageRank 

 در دسترسی به اطلاعات انقلابی

۱۳۷۹ مانندتوزیع شدهالگوریتم هایMapReduce

پردازش داده های عظیم تجه

.وارد شدتن انسان الگوریتم هایی به زندگی روزمرة میلیون ها حتی میلیاردها چنین 



سیر تحول-الگوریتم

بعداز دهه هشتاد شمسی به 
 الگوریتم های هوشمند»روزگار  »
۱۳۷۶ جهانگری کاسپاروف، قهرمان شطرنج آی بی ام بر شرکت ز دیپ بلو اپیروزی ابر رایانه

 رسمی بر قهرمان جهانماشین در مسابقه ای نخستین پیروزی

 بر جستجوی گسترده و ارزشیابی دست ساخت مبتنی بلکه ،ماشینیادگیری از عدم استفاده

 ماشین و یادگیری عمیق یادگیری ۱۳۸۹سال از
 شمسی ۱۳۲۰دهه ازه ایده اولیه با پایه الگوریتم هایی مانند شبکه های عصبی بر

 طبیعیفراوانی در حوزه های بینائی ماشین، پردازش سیگنال و زبان کارآمدی

 بلکه یادگیری از داده ها، کشف الگوها و تصمیم گیری تقریبی و کارآمددیگر صرفاً پیرو دستورات صریح نیستند، الگوریتم ها

۱۴۰۱ انتشار چت باتChatGPT

 داده های عظیم و بزرگ و جریان داده ها وجود
 در ازای میزان قابل کنترلی از خطا فضا و زمان کمتری را در پردازش داده ها برای استخراج و مدیریت داده دارا باشندکه الگوریتم هایی منجر به  .



الگوریتم

هستیمبه معنای پرسشی که به دنبال پاسخی برای آن « مسئله»
 پارامتر و معروف به بدون مقدار معین متغیرهایی دارای
فهرست و طول آن و عدد منظور: جستجوپارامتر های . آنفهرست و طول : پارامترهای مرتب سازی

به دلیل داشتن پارامتر، هر مسئله دارای رده ای است 

.  یك نمونهتخصیص خاص هر 

.  نمونه ای از یك مسئلهْ پاسخ به پرسش مسئله در رابطه با آن نمونه استراه حل 

از مسئله مرتب سازی و راه حل آننمونه ای 
 فهرست𝑆 = 𝑛و [10,12,1,5,14,15,7] = [1,5,7,10,12,14,15]پاسخ آن . 7

نمونه ای از مسئلة جستجو و راه حل آن
 فهرست𝑆 = 𝑛و [10,12,1,5,14,15,7] = «موجود استSدر xآری، »پاسخ آن . x=5و 7



الگوریتم

حال فرض کنید فهرست دارای هزاران عضو 

یافتن پاسخ به شیوة معمولکان ماعدم 

عدم امکان اعمال شیوة اقتضایی انسانی در رایانه

تولید برنامه رایانه ای جهت حل نمونه های مسئله 
نیاز به تدوین رویة عمومی و گام به گام جهت پاسخ دهی به هر نمونه

رویه گام به گام را الگوریتم خوانیم و اظهار می کنیم که الگوریتم مسئله را حل می کند .



الگوریتم

الگوریتم جستجو مقدار در فهرست 

اگر یافت . یافته شود یا فهرست به اتمام رسدxرا با هر عضو فهرست مقایسه کن تا xبا شروع از عضو اول فهرست 
.  شد پاسخ آری وگرنه پاسخ نه

معایب الگوریتم بالا
نبودن به رویه فرمال

ق و با دستورالعملی است که مراحل مختلف انجام کاری را به زبان دقی»الگوریتم در رایانش : تعریف غیرصوری
«.جزئیات کافی به نحوی بیان کند که ترتیب مراحل روشن و شرط خاتمة عملیات نیز آشکار باشد

،پس مجموعه ای متناهی از مراحل
،غیرمبهم
،اجرا پذیر باشد
شرط خاتمه داشته باشد .



زمینه های مطالعه الگوریتم

.اب و تحدیداعم از استقراء ریاضی، تقسیم و غلبه، حریصانه، برنامه نویسی پویا، پسگرد، انشع: طراحی الگوریتم
ا و یا توجه به البته می توان نگاه به طراحی الگوریتم را به دو صورت دید، یا طبقه بندی بر اساس فنون همچون برنامه نویسی پوی

.  مسئله ای خاص مانند مرتب سازی و پیمایش گراف

(  نهْهر نمو)الگوریتم در صورتی درست است که به ازای هر ورودیْ (: اثبات درستی الگوریتم ها)اعتبارسنجی 
.  خروجی متناظر درست را پاسخ دهد

ره سازی الگوریتم در زمان اجرا روی پردازنده از حافظه جهت ذخی(: تحلیل مقدم، ارزیابی کارایی)تحلیل الگوریتم 
و پیچیدگی تحلیل الگوریتم به فرایندی اطلاق می شود که میزان پیچیدگی زمان. برنامه و داده ها استفاده می کند

.  فضا اجرای الگوریتم را بررسی می کند

پیاده سازی

(اندازه گیری کارایی و تحلیل موخر)آزمون برنامه شامل اشکال زدایی و پروفایلینگ برنامه 
اجرای صحیح برنامه بر مجموعه داده ورودی و تعیین زمان و فضای لازم برای محاسبه نتیجه: پروفایلینگ



الگوریتم

بازگشتی
مستقیم
غیرمستقیم

غیربازگشتی

مستقیمبازگشتی-فیبوناتچیمثال
Alg. Fib(n):
 if n <= 1: 
  return n
 else:
  return Fib(n – 1) + Fib(n – 2)

a>b>0ومثبتوصحیحعدددوب م م-مثال

Alg. BMM(a, b):
 If b == 0: 
  return a
 else:
  return BMM(b, a % b) 

X[0,…,n-1]آرایهدرxکلیدجستجوی-مثال

Alg. Jostejo(X, n, i):
 if i >= n: 
  return Hich
 else if X[i] == x:
  return i 
 else:
  return Jostejo(X, n, i + 1) 



الگوریتم کارا و تحلیل الگوریتم

جستجوی ترتیبی در مقابل جستجوی دودوئی

جستجوی ترتیبی
به تعداد ورودی ها در بدترین حالت جستجو

مقادیر از کوچك به بزرگ مرتب مرتب و استقرارفهرست مرتب 
بدترین حالت امکان کاهش

الگوریتم جستجو دودوئی 
 یکی از الگوریتم های مهم جستجو
 کمتربدترین زمان جستجویدارای
 اندیس عدد میانهتعیین در ابتدا تعداد فهرست مشخص و
 مقدار کلید با عدد متناظر اندیس میانه مقایسه مقایسة

 اندیس برگردانده می شود در صورتی تساوی برگرداندن 
 در نیمة راست فهرستجستجودر نیمه چپ فهرست و اگر کلید بزرگتر جستجواگر کوچکتر

ه عنوان ب. می توان نشان داد که در بدترین حالت لگاریتمی در مبنای دو مقایسه انجام خواهد پذیرفت. در واقع هر دفعه جستجو در نیمی از فهرست ادامه می یابد
مقایسه انجام خواهد یافت که ۱۰مقایسه، ولی در جستجوی درختی حداکثر ۱۰۰۰باشد ،  در جستجوی معمولی در بدترین حالت ۱۰۰۰مثال اگر طول فهرست 

.  بهبودی بسیار مناسب است

def jostejo(mqadir, kelid):
    """yaftan andis mqdar kelid dar fehrest vorodi."""
    andis = -1
    for i in range(len(mqadir)):
        if mqadir[i] == kelid:
            andis = i
            break
    if andis == -1:
        print('dar majmoe nist')           
    return andis



الگوریتم کارا و تحلیل الگوریتم

جستجوی ترتیبی در مقابل جستجوی دودوئی

def jostejo_dodoee(adadha, kelid):
    """Jostejoye derkhti majomoe morattab jahat yaftan andis kelid"""
    chap = 0
    rast = len(adadha) - 1
    while chap <= rast:
        i_miani = int((chap + rast) / 2 )
        if kelid > adadha[i_miani]:
            chap = i_miani + 1
        elif kelid < adadha[i_miani]:            
            rast = i_miani - 1
        else:
            return i_miani           
    payam = 'dar fehrest nabood'

    return payam



الگوریتم کارا و تحلیل الگوریتم

جستجوی ترتیبی در مقابل جستجوی دودوئی

تعداد مقایسه های جستجو اندازه فهرست
ترتیبي

تعداد مقایسه های جستجو 
دودوئي

۱۲۸۱۲۸۸

۱۰۲۴۱۰۲۴۱۱

۱۰۴۸۵۷۵۱۰۴۸۵۷۵۲۱

۴۴۲۹۴۹۶۷۲۹۶۴۴۲۹۴۹۶۷۲۹۶۳۳



الگوریتم کارا و تحلیل الگوریتم

محاسبة بازگشتی عدد فیبوناتچی
زمان بر بودن

فرقش با جستجو چیست؟

def Fibonacci(n):
    if n == 0:
        return 0
    elif n == 1:
        return 1
    else:
        return Fibonacci(n-1) + Fibonacci(n-2)

for i in range(11):
    print('Fib(', i, ')=', Fibonacci(i))



الگوریتم کارا و تحلیل الگوریتم

:def Fibo(n)محاسبة غیربازگشتی عدد فیبوناتچی
    f = [0]*(n + 1)
    f[0] = 1
    f[1] = 1
    for i in range(2, n+1):
        f[i] = f[i - 1] + f[i - 2]
    return f[n]



الگوریتم کارا و تحلیل الگوریتم

محاسبة غیربازگشتی عدد فیبوناتچی
امکان اجتناب از فهرست

 الگوریتم بازگشتی فیبوناتچی و الگوریتم جستجو دودوئی از نوع تقسیم و غلبه
الگوریتم تکراری فیبوناتچی از نوع برنامه ریزی پویا
 اهمیت فنون متفاوت طراحی الگوریتم و آشنایی با آن ها
مناسبتر بودن هر یك در حل بعضی مسائل نسبت به دیگر شیوه ها

def Fibo(n):
    f_qabli = 1
    f_2qabli = 1
    
    if n == 0 or n == 1:
        return 1
    for i in range(2, n+1):
        f = f_qabli + f_2qabli
        f_2qabli = f_qabli
        f_qabli = f
        
    return f



تحلیل الگوریتم

جهت تعیین میزان کارایی الگوریتم در حل مسئله، نیاز به تحلیل الگوریتم 

در کار قبلی تحلیل غیرصوری 

روش صوری آن استفاده از تحلیل پیچیدگی 

:تحلیل الگوریتم نیازمند موارد
،و نوشتن، فراخوانی پردازه ها، دستورات انتسابخواندن تعیین عملیات مورداستفاده شامل چهار عمل اصلی، دستورات مقایسه ای
تعیین مجموعه داده جهت بررسی همه حالات اعم از بهترین، متوسط، و بدترین زمان اجراء

: در تحلیل متقدم
ذخیره و بازیابی هر مقدار با دیگر مقادیر برابر است
زبان برنامه نویسی را وارد ماجرا نمی کنیم
افزودگی های مقداردهی  های اولیه یا خواندن و نوشتن را در نظر نمی گیریم
زیرا تعداد چرخه ها به رایانه خاص مرتبط است. به تعداد حقیقی چرخه های پردازنده توجه نمی کنیم  .
علاوه بر آن به دنبال شمارش تمامی عملیات های انجام یافته نیز نیستیم  .

صرفا به دنبال آنهایی هستیم که از رایانه، زبان، و برنامه نویسی مستقل است .



تحلیل الگوریتم

تأثیر اندازه مسئله روی پاسخ تاثیر 
 استفاده از اندازه ورودی

روش معیار در تحلیل الگوریتم
 افزایش زمان اجرای الگوریتم با افزایش اندازه ورودی
 (   مثلا مقایسه)کل زمان اجرا تقریبا متناسب با تعداد اجرای عملیات پایه
تحلیل کارایی الگوریتم با تعیین تعداد دفعاتی که عملیات پایه ای بر اساس تابعی از اندازه ورودی

 اگر تعداد ورودی های مسئلهn باشد سعی بر گزارش تابعی از میزان زمان اجرا بر اساس مقدار مذکور

جبالف

x = x + y
for i ∈ n: 

      x = x + y

for i ∈ n: 

      for j ∈ n:

             x = x + y



تحلیل الگوریتم

وابستگی انتخاب ورودی به نوع مسئله 

انواع تعاریف اندازه ورودی
یا تعداد سطر و ستون در ضرب ماتریسی. تعداد اعضای فهرست مثل جستجو، مرتب سازی  .
 مقدار دو کردن اندازه ورودی با لحاظ

یالمقدار تعداد راس و تعداد دو بررسی ، برای تعیین پیچیدگی الگوریتم های گراف مثال

تعیین اندازه ورودی با تعداد علائم موردنیاز
تعداد بیت ها در فیبوناتچی بازگشتی

ورودی پیچیدگی زمان الگوریتم برابر با تعداد تکرار عملیات پایه بر اساس مقدار اندازه تحلیل 



تحلیل الگوریتم

. عمل اصلی جمع. اعداد تعداد n: الگوریتم جمع اعداد
 از مقدار ورودی ها فارغnپس . تکرار حلقه رخ می دهد𝑍 𝑛 = 𝑛

تبادلیمرتب سازی
Alg. MorattabSazi_Tabadoli(X[0,…,n-1], n): 

for i ∈ [0,…, n-1]:
   for j ∈ [i+1,…,n-1]:

   if X[i] < X[j]:
    𝑋[𝑖] 𝑋[𝑗]

.  مقایسه عمل اصلی الگوریتم مرتب سازی تبادلی است

𝑍(𝑛) = (𝑛 − ۱) + (𝑛 − ۲) + (𝑛 − ۳) + ⋯ + ۱ =
𝑛 − ۱ 𝑛

۲



تحلیل الگوریتم

مثال های قبلی صرفا وابسته به تعداد ورودی 

پیچیدگی زمانی به اندازه ورودی مسئله فصرنبودنوباستهاوقاتاغلب

ورودی طولبرعلاوهورودیمقداربهوابستگیامکان
در موقعیتی در ابتدا در انتها یا در وسط مشاهده داده ها ختم شودمالگوریتختم .
 الگوریتم جستجو ترتیبی
الگوریتم جستجوی ترتیبی:

𝑧(𝑛)بهترین زمان اجرا  = 𝑧(𝑛)چرا؟ بدترین زمان اجرا آن برابر . است۱ = 𝑛

(امید ریاضی)متوسط زمان اجرا 

𝑧 𝑛 = ෍

𝑘=0

𝑛−۱

𝑘 ×
۱
𝑛

=
۱
𝑛

෍

𝑘=۱

𝑛

𝑘 =
۱
𝑛

𝑛 − ۱ 𝑛

۲
=

𝑛 − ۱
۲



مرتبه

عدم لزوم محاسبه دقیق

یپیچیدگتعیینجهتکرانمحاسبةکفایت

توان بزرگتر چندجمله ایاهمیت 

۱۰۰۰۱۰۰۵۰۲۰۱۰𝑛

۱۰۰۰۰۰۱۰۰۰۲۵۰۴۰۱۰۰. ۱n۲

۱۰۱۱۰۰۱۲۰۰۴۰۰۱۶۰۱۲۰۰. ۱n۲ + 𝑛 + ۱۰۰



(بدترین زمان اجرا)𝑂اُمیکرون بزرگ 

𝑓 𝑛 = 𝑂 𝑔 𝑛 ⟺ ∃𝑐, 𝑛0: ∀𝑛 ≥  𝑛0 0 ≤ 𝑓 𝑛 ≤ 𝑐𝑔 𝑛  

f(n)-مثال =  ۲n۳ + ۲n۲ = O(n۳)؟c = n0و۴ = ۲

𝑓(𝑛)-مثال =  ۲𝑛۳ + ۲𝑛۲ = 𝑂(𝑛۴)؟c = n0و۴ = ۲

بالاییکرانکوچکترینپیدرمعمولا

𝑓اگر-قضیه 𝑛 = 𝑎𝑚𝑛𝑚  + 𝑎𝑚−۱𝑛𝑚−۱ + ⋯ + 𝑎0,𝑎𝑚 > 𝑓(𝑛):آن گاه،0 = 𝑂(𝑛𝑚)



𝑂نتایج 

𝑂مرتبةازآناجرایزمانآن گاهباشدf(n)الگوریتمیدردستوریاجراتعداداگر 𝑛𝑚است.

کهطوریبهاست𝑂(𝑛𝑚)برنامهبزرگیمرتبهآن گاهباشد𝑂(𝑛𝑚۱)،𝑂(𝑛𝑚۲)،...،𝑂(𝑛𝑚𝑘)بزرگیمرتبهبابخشkدارایبرنامه اگر

𝑚 = ,𝑚۱,𝑚۲)بیش … ,𝑚𝑘)

(دوتائیحالت)جمعقانون

f۱(n)اگر:حاصل ضربقانون = O g۱ n f۲(n)و  = O(g۲(n)) ،آن گاهf۱ n f۲(n) = O(g۱ n g۲(n))

𝑂(𝑓(𝑛))𝑂(𝑔(𝑛)) = 𝑂(𝑓(𝑛)𝑔(𝑛))

𝑓(𝑛) = 𝑂(𝑓(𝑛))

𝑂(𝑐𝑓(𝑛)) = 𝑂(𝑓(𝑛)), 𝑐 > 0

𝑂(𝑓(𝑛)𝑔(𝑛)) = 𝑓(𝑛)𝑂(𝑔(𝑛))

𝑂(𝑓(𝑛)) + 𝑂(𝑔(𝑛)) = 𝑂(𝑓(𝑛) + 𝑔(𝑛))

𝑓(𝑛)-مثال = (۴𝑛۳ + ۵𝑛۲ + ۷𝑛)(۸𝑙𝑜𝑔𝑛) از𝑂(𝑛۳𝑙𝑜𝑔𝑛)



(بهترین زمان اجرا)Ωاُمگا بزرگ 

𝑓 𝑛 = Ω 𝑔 𝑛 ⟺ ∃𝑐, 𝑛0: ∀𝑛 ≥  𝑛0 0 ≤ 𝑐𝑔 𝑛 ≤ 𝑓 𝑛  

𝑓(𝑛)-مثال =  ۳𝑛۳ + ۲𝑛۲ = 𝛺(𝑛۳)؟c = 𝑛0و۳ = ۱

.مهستیپائینکرانبزرگتریندنبالبهمعمولاولیمی کنندصدقاخیرمثالدرنیز ۳nو۳𝑛۲همچنین



Θتتا بزرگ 

𝑓 𝑛 = Θ 𝑔 𝑛 ⟺ ∃𝑐۱, 𝑐۲, 𝑛0: ∀𝑛 ≥  𝑛0 0 ≤ 𝑐۱𝑔 𝑛 ≤ 𝑓 𝑛 ≤ 𝑐۲𝑔 𝑛  

𝑓قضیه 𝑛 = Θ 𝑔 𝑛اگرتنهاواگر𝑓 𝑛 = 𝑂 𝑔 𝑛و𝑓 𝑛 = Ω 𝑔 𝑛

f(n)-مثال = ۳𝑛۳ + ۲𝑛۲ = θ(n۳)؟



𝑜نماد 

𝑓 𝑛 = 𝑜 𝑔 𝑛 ⟺ ∃𝑐, 𝑛0: ∀𝑛 ≥  𝑛0 0 ≤ 𝑓 𝑛 < 𝑐𝑔 𝑛  

lim
𝑛→∞

𝑓 𝑛

𝑔 𝑛
= 0

۷n۲-مثال + ۸n + ۳ = o(n۳)

۷n۲-مثال + ۸n + ۳ = O(n۲)۷ولیاستn۲ + ۸n + ۳ ≠  𝑜(𝑛۲)

log(n)-مثال = o(n)



𝜔نماد 

𝑓 𝑛 = ω 𝑔 𝑛 ⟺ ∃𝑐, 𝑛0: ∀𝑛 ≥  𝑛0 0 ≤ 𝑐𝑔 𝑛 < 𝑓 𝑛

𝑓قضیه 𝑛 = ω 𝑔 𝑛اگرفقطواگر𝑔 𝑛 = 𝑜 𝑓 𝑛

lim
𝑛→∞

𝑓 𝑛

𝑔 𝑛
= ∞

۷n۲-مثال + ۸n + ۳ = ω(n)۷ولیاستn۲ + ۸n + ۳ ≠ 𝜔 (𝑛۲)

n= ω-مثال logn



مجانب ها

O-الف n۲

-۳nlogn + ۸,۴n۲,۵n + ۷,۶n۲ + ۹,۲nlogn,n۲ + ۲n

Ω-ب 𝑛۲

-۴𝑛۲,۴𝑛۳ + ۳𝑛۲,𝑛۲ + ۹,۶𝑛۶ + 𝑛۴,۵𝑛۲ + ۲𝑛,۲𝑛 + ۴𝑛

Θ-ج 𝑛۲ = 𝑂(𝑛۲) ∩ Ω 𝑛۲

-۴𝑛۲,۶𝑛۲ + ۹,۵𝑛۲ + ۲𝑛



مجانب ها

قضیه

lim
n→∞

𝑓 𝑛

𝑔 𝑛
= ൞

𝑐, 𝑐 > 0 , 𝑓 𝑛 = Θ(𝑔(𝑛)

0, 𝑓 𝑛 = o(𝑔(𝑛)

∞, 𝑓 𝑛 = ω(𝑔(𝑛)

𝑂 ۱ < 𝑂 log 𝑛 < 𝑂 𝑛 < 𝑂 𝑛𝑙𝑜𝑔𝑛 < 𝑂 𝑛۲ < 𝑂 𝑛۳ < 𝑂(۲𝑛)



خواص توابع مقایسه مرتبه

تعدی-

𝑓 𝑛 = Θ 𝑔 𝑛 , 𝑔 𝑛 = Θ ℎ 𝑛 ⟹ 𝑓 𝑛 = Θ ℎ 𝑛

𝑓 𝑛 = 𝑂 𝑔 𝑛 , 𝑔 𝑛 = O ℎ 𝑛 ⟹ 𝑓 𝑛 = O ℎ 𝑛

𝑓 𝑛 = Ω 𝑔 𝑛 , 𝑔 𝑛 = Ω ℎ 𝑛 ⟹ 𝑓 𝑛 = Ω ℎ 𝑛

𝑓 𝑛 = o 𝑔 𝑛 , 𝑔 𝑛 = o ℎ 𝑛 ⟹ 𝑓 𝑛 = o ℎ 𝑛

𝑓 𝑛 = ω 𝑔 𝑛 , 𝑔 𝑛 = ω ℎ 𝑛 ⟹ 𝑓 𝑛 = ω ℎ 𝑛



خواص توابع مقایسه مرتبه

بازتابی-

𝑓 𝑛 = Θ 𝑓 𝑛

𝑓 𝑛 = 𝑂 𝑓 𝑛

𝑓 𝑛 = Ω 𝑓 𝑛

تقارن-

𝑓 𝑛 = Θ 𝑔 𝑛 ⟺ 𝑔 𝑛 = Θ 𝑓 𝑛

ترانهادهتقارن-

𝑓 𝑛 = O 𝑔 𝑛 ⟺ 𝑔 𝑛 = Ω 𝑓 𝑛

𝑓 𝑛 = 𝑜 𝑔 𝑛 ⟺ 𝑔 𝑛 = ω 𝑓 𝑛



تیروش های تحلیل پیچیدگی الگوریتم های بازگش

روش حدسی

با معادله مشخصه
بازگشت خطی همگن
بازگشت خطی ناهمگن
 (تبدیل دامنه)تغییر متغیر
حل معادله بازگشتی با جانشینی

روش درختی



روش درختی

z n = ۲z
n

۲ + θ n



روش درختی

z n = ۲z
n

۲ + θ n



روش درختی

z n = ۲z
n

۲ + θ n



روش درختی

z n = ۲z
n

۲ + θ n

⋯



روش درختی

z n = ۲z
n

۲ + θ n

⋯



روش درختی

 z(n) = ۳z
n

۴ + θ(n۲)



روش درختی

 z(n) = ۳z
n

۴ + θ(n۲)



روش درختی

 z(n) = ۳z
n

۴ + θ(n۲)



روش درختی

 z(n) = ۳z
n

۴ + θ(n۲)



روش درختی

 z(n) = ۳z
n

۴ + θ(n۲)

𝑧 𝑛 =



روش درختی

 z(n) = ۳z
n

۴ + θ(n۲)

𝑧 𝑛 = 𝑛۲ +
۳
۱۶

𝑛۲ +
۳
۱۶

۲
𝑛۲ + ⋯ +

۳
۱۶

log۴ 𝑛

𝑛۲



روش درختی

 z(n) = ۳z
n

۴ + θ(n۲)

𝑧 𝑛 = 𝑛۲ +
۳
۱۶

𝑛۲ +
۳
۱۶

۲
𝑛۲ + ⋯ +

۳
۱۶

log۴ 𝑛

𝑛۲ + θ 𝑛log۴ ۳



روش درختی

 z(n) = ۳z
n

۴ + θ(n۲)

𝑧 𝑛 = 𝑛۲ +
۳
۱۶

𝑛۲ +
۳
۱۶

۲
𝑛۲ + ⋯ +

۳
۱۶

log۴ 𝑛

𝑛۲ + θ 𝑛log۴ ۳

= ෍

𝑖=0

log۴ 𝑛
۳
۱۶

𝑖

𝑛۲ + θ 𝑛log۴ ۳



روش درختی

 z(n) = ۳z
n

۴ + θ(n۲)

𝑧 𝑛 = 𝑛۲ +
۳
۱۶

𝑛۲ +
۳
۱۶

۲
𝑛۲ + ⋯ +

۳
۱۶

log۴ 𝑛

𝑛۲ + θ 𝑛log۴ ۳

= ෍

𝑖=0

log۴ 𝑛
۳
۱۶

𝑖

𝑛۲ + θ 𝑛log۴ ۳ < ෍

𝑖=0

∞
۳
۱۶

𝑖

𝑛۲ + θ 𝑛log۴ ۳



روش درختی

 z(n) = ۳z
n

۴ + θ(n۲)

𝑧 𝑛 = 𝑛۲ +
۳
۱۶

𝑛۲ +
۳
۱۶

۲
𝑛۲ + ⋯ +

۳
۱۶

log۴ 𝑛

𝑛۲ + θ 𝑛log۴ ۳

= ෍

𝑖=0

log۴ 𝑛
۳
۱۶

𝑖

𝑛۲ + θ 𝑛log۴ ۳ < ෍

𝑖=0

∞
۳
۱۶

𝑖

𝑛۲ + θ 𝑛log۴ ۳

=
۱

۱ −
۳
۱۶

𝑛۲ + θ 𝑛log۴ ۳



روش درختی

 z(n) = ۳z
n

۴ + θ(n۲)

𝑧 𝑛 = 𝑛۲ +
۳
۱۶

𝑛۲ +
۳
۱۶

۲
𝑛۲ + ⋯ +

۳
۱۶

log۴ 𝑛

𝑛۲ + θ 𝑛log۴ ۳

= ෍

𝑖=0

log۴ 𝑛
۳
۱۶

𝑖

𝑛۲ + θ 𝑛log۴ ۳ < ෍

𝑖=0

∞
۳
۱۶

𝑖

𝑛۲ + θ 𝑛log۴ ۳

=
۱

۱ −
۳
۱۶

𝑛۲ + θ 𝑛log۴ ۳ =
۱۶
۱۳

𝑛۲ + θ 𝑛log۴ ۳



روش درختی

 z(n) = ۳z
n

۴ + θ(n۲)

𝑧 𝑛 = 𝑛۲ +
۳
۱۶

𝑛۲ +
۳
۱۶

۲
𝑛۲ + ⋯ +

۳
۱۶

log۴ 𝑛

𝑛۲ + θ 𝑛log۴ ۳

= ෍

𝑖=0

log۴ 𝑛
۳
۱۶

𝑖

𝑛۲ + θ 𝑛log۴ ۳ < ෍

𝑖=0

∞
۳
۱۶

𝑖

𝑛۲ + θ 𝑛log۴ ۳

=
۱

۱ −
۳
۱۶

𝑛۲ + θ 𝑛log۴ ۳ =
۱۶
۱۳

𝑛۲ + θ 𝑛log۴ ۳ = 𝑂 𝑛۲



روش درختی

𝑇(𝑛) = 𝑇
𝑛

۳ + 𝑇
۲𝑛

۳ + 𝜃 𝑛

 



روش درختی

𝑇(𝑛) = 𝑇
𝑛

۳ + 𝑇
۲𝑛

۳ + 𝜃 𝑛

 



روش درختی

𝑇(𝑛) = 𝑇
𝑛

۳ + 𝑇
۲𝑛

۳ + 𝜃 𝑛

𝑛𝑙𝑜𝑔𝑛 



قضیه اصلی حل روابط تقسیم و غلبه

فرض می کنیم 

ቐ
𝑧 𝑛 = 𝑎𝑧

𝑛

𝑏
+ 𝑐𝑛𝑘

𝑡 ۱ = 𝜃 ۱

𝑎اعداد مثبت و cو bو aکه  ≥ bو ۱ > ، آن گاه،۱

𝑏𝑘اگر -الف < 𝑎 آن گاه𝑧 𝑛 = 𝜃 𝑛log𝑏 𝑎

𝑏𝑘اگر -ب = 𝑎 آن گاه𝑧 𝑛 = 𝜃 𝑛𝑘 log 𝑛

𝑏𝑘اگر -ج > 𝑎 آن گاه𝑧 𝑛 = 𝜃 𝑛𝑘.

𝑧درصورت جانشینی  𝑛 = 𝑎𝑧
𝑛

𝑏
+ 𝑐𝑛𝑘 با𝑧 𝑛 ≤ 𝑎𝑡

𝑛

𝑏
+ 𝑐𝑛𝑘(𝑧 𝑛 ≥ 𝑎𝑡

𝑛

𝑏
+ 𝑐𝑛𝑘 ) نتایج باO یا

Ωجانشین خواهد شد  .



قضیه اصلی حل روابط تقسیم و غلبه

𝑧-مثال 𝑛 = ۸z
𝑛

۴ + ۵𝑛۲

۸ < ۴۲ ⟹ 𝑧 𝑛 ∈ Θ 𝑛۲

𝑧-مثال 𝑛 = ۹z
𝑛

۳ + ۵𝑛۱

۹ > ۳۱ ⟹ 𝑧 𝑛 ∈ Θ 𝑛log۳ ۹ = Θ 𝑛۲



قضیه عمومی حل روابط تقسیم و غلبه

ازاستعبارتالگوریتمیاجرایزمانبازگشتیمعادلهکهکنیمفرض

ቐ
𝑧 𝑛 = 𝑎𝑧

𝑛

𝑏
+ 𝑓 𝑛 , 𝑛 = 𝑏𝑚

𝑧 ۱ = 𝜃 ۱

𝑎ومثبتاعدادcوbوaکه ≥ bو۱ > ۱،C>0وf(n)>0آن گاه

𝑓اگر-الف 𝑛 = 𝑜 𝑛log𝑏 𝑎آن گاه𝑧 𝑛 = 𝜃 𝑛log𝑏 𝑎

𝑓اگر-ب 𝑛 = 𝜃 𝑛log𝑏 𝑎آن گاه𝑧 𝑛 = 𝜃 𝑛log𝑏 𝑎 log 𝑛

𝑓اگر-ج 𝑛 = 𝜔 𝑛log𝑏 𝑎آن گاه𝑧 𝑛 = 𝜃 𝑓 𝑛



قضیه عمومی حل روابط تقسیم و غلبه

𝑧رابطهدراگر-لم 𝑛 = 𝑎𝑧
𝑛

𝑏
+ 𝑓 𝑛باشیمداشته𝑓 𝑛 = 𝜃 𝑛log𝑏 𝑎 log𝑗 𝑛آن گاه𝑧 𝑛

= 𝜃 𝑛log𝑏 𝑎 log𝑗+۱ 𝑛



تحلیل احتمالی الگوریتم ها

الگوریتمادفی به انتخاب های تصبلکه وابسته در بسیاری از الگوریتم های جدید، رفتار الگوریتم نه تنها به ورودی 

درک کامل رفتار چنین الگوریتم هایی فضایی برای تحلیل کلاسیكِ زمانی و تکفایعدم

تحلیل تحلیل بهنیاز

آمارالگوریتم با استفاده از ابزارهای احتمال و ارزیابی عملکرد 



تحلیل احتمالی الگوریتم ها

تصادفیالگوریتم های احتمال صحت در 
نیستاجرا مهم زمان صرفعدم اهمیت
 الگوریتم با چه احتمالی جواب درست تولید می کند؟»بلکه نیاز به بررسی»

مونت کارلوالگوریتم های ( الف
 ،همیشه سریع هستند
 باشد، خروجی نادرست احتمال اما
 خطا معمولاً کوچك و قابل کنترل میزان
امکن برگرداندن مثبت کاذب، اما عاری از منفی کاذبفیلتر بلوم : مثال

لاس وگاسالگوریتم های ( ب
 جواب درست تولید تولید همیشگی
 زمان اجرای آن ها تصادفی اما
امکان کند بودنولی در موارد نادر سریع، اتنخاب سریع تصادفی  که میانگین اجرا : مثال



تحلیل احتمالی الگوریتم ها

تعیین دقیق محدود خطا یا دقت خروجی: کران خطا
 نامساوی مارکوف، نامساوی چبیشف، کران چرنوف، و قانون اعداد بزرگ(LLN  )

𝑎و𝑋برای متغیر تصادفی غیرمنفی: نامساوی مارکوف( الف > 0 :

𝑃(𝑋 ≥ 𝑎) ≤
𝐸[𝑋]

𝑎

𝑂(𝑛logاگر میانگین زمان اجرا-مثال 𝑛)100باشد، احتمال اینکه زمان اجرا از𝑛log 𝑛 شود بیشتر
حداکثر

1

100
.است



تحلیل احتمالی الگوریتم ها

:نامساوی چبیشف( ب

𝑃(∣ 𝑋 − 𝐸[𝑋] ∣≥ 𝑎) ≤
𝑉𝑎𝑟(𝑋)

𝑎2

.در الگوریتم های مونت کارلو برای کنترل وردایی کاربرد دارد: کاربرد



تحلیل احتمالی الگوریتم ها

:نامساوی چبیشف( ب

𝑃(∣ 𝑋 − 𝐸[𝑋] ∣≥ 𝑎) ≤
𝑉𝑎𝑟(𝑋)

𝑎2

.در الگوریتم های مونت کارلو برای کنترل وردایی کاربرد دارد: کاربرد



تحلیل احتمالی الگوریتم ها

  و تقویت اطمینان

در بسیاری از الگوریتم ها، کاهش چشم  گیر خطا با تکرار مستقل الگوریتم و ترکیب نتایج
تقویت

 تقویت پیروزی بر این اساس است که اگر اجرای الگوریتم احتمال موفقیتp  داشته باشد، تکرار آن چندین بار می تواند احتمال موفقیت را
.برساند۱به مقدار دلخواه نزدیك به 

درصد احتمال تولید جواب صحیح۸۰الگوریتمی دارای -مثال
 بار و رأی اکثریتْ ۱۰با اجرای

شدن نمائی احتمال خطای نهاییکوچك

𝑝سخن کوتاه، اگر درستی پاسخ الگوریتم با احتمال > 0.5
با تکرار مستقل و رأی اکثریت، کاهش احتمال خطا به صورت نمایی



تحلیل احتمالی الگوریتم ها

𝑝الگوریتمی با احتمالاگر : (هوفدینگ-تقویت چرنوف)قضیه  =
1

2
+ 𝛾باپاسخ درست برگرداند ،𝑡 و تکرار بار

:رأی اکثریت
𝑃(خطا) ≤ 𝑒−2𝛾2𝑡

𝑝برای-مثال = 𝛾یا0.6 = 𝑡و 0.1 = 100:
𝑃(خطا) ≤ 𝑒−2×0.01×100 = 𝑒−2 ≈ 0.135

𝑡با = 200 

𝑝𝑟 ≤ 𝑒−4 ≈ 0.0.
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